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1.) Bestimmen die Jordansche Normalform der folgenden

Matrix und eine Basis beziiglich der sie diese Jordansche
120 4

2 31

030

000 3

Normalform annimmt: 8

2.) Sei V ein endlich dimensionaler IR Vektorraum und F ein
Endomorphismus von V, der der Gleichung F? = F geniigt.
Zeigen Sie, dass F' diagonalisierbar ist.

3.) Fiir welche a,b € R ist folgende Matrix diagonalisierbar?
-3 0 0
2 b a
10 0 2

-3
A= 2a
10

O ot O
N QO
N~

-3-A 0 0
det(A—AE) = 2a b—A a
10 0 2-2AX

xa = (=3=X00b-2)(2-X)
Also sind die Eigenwerte A\; = —3, Ay = b, A3 = 2.

Ar=3
(A—/\l)’UZO

0 00 z
20 b+3 a Y = 0
10 0 5 z

Dies fiihrt auf das folgende lineare Gleichungssystem:

2az + (b+3)y + az = 0
10x + 52z = 0
also ist 22 = —z. Mit z := 1 ist z := —2:

20+ (b+3)y—2a=0 & (B+3)y=0
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also ist y = O fiir b # —3. Damit sind die Eigenvektoren der Matrix fiir
den Eigenwert A\; = 3 Vielfache von

1
v = 0
-2
Ao =1b
(A—)\z)’l} =0

-3-b 0 0 z
2a 0 a Y =0
10 0 2-b z

Dies fiihrt auf das folgende lineare Gleichungssystem:

(-3-b)z =0
2ax + 2az = 0
10z + 2-bz = 0

Fiir b # —3 ist also £ = 0, damit ist fiir a # 0 auch z = 0. Damit ist nur
y beliebig, also sind die Eigenvektoren Vielfache von

.t

Az =2
(A—)\g)’l}:O

-5 0 0 T
20 b—2 a y = 0
10 0 0 z

Dies fiihrt auf das lineare Gleichungssystem
10z=0 = z=0
—-5=0 = z=0
22+ (b—2)y+az=0 = (b—2y=—az

also sind die Eigenvektoren Vielfache von

0
vz = —a
b—2
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Also laflen sich fiir b # —3 und a # 0 Eigenvektoren finden. Normalisiert man
v1, vz und vs, so ergibt sich:

v 1,0,-2)7 ( L, —Q)T

w = = —, U, —=
el T VR (22 W VG
U2 (07170)T T
wy = = = = (0,1,0)
[|va]] [lv2]|
we = U _(0,—ab=2T  (0,—a,b—2)
7 lusl] [Jusl] 2+ (- 27
Also ist die Matrix P = (wy, ws, w3):
1
i Y 0
P:= 01 ——2
= Va2 +(b-2)2
_2 b—2
Y
Die Inverse dazu
1
7 0 oLt o0
0l Ve |0 L)
-2 9 b—2 00 1
V5 a2+(b-2)2
1 0 0 V5 0 0
~ 0 a2+(b—2)2 —a 0 (l2+(b—2)2 0
0 0 b—2]2¢y/a?+ (b—2)? 0 @+ (b - 2)2
1 0 0 V5 0 0
~ | 0 Vet (0-2)? —a 0 a2+ (b-2)?2 0
a2+ (6—2)2 N
0 0 1 2T 0 -
1 00 V5 0 0
o v o W ey W
0 0 1 QT 0 aa
100 V5 0 0
s 010 1)2_—“2 1 s
Va1 (6-2)2 N
0 0 1|25 0 —
ist also
V5 0 0
Pt = s 1 3
gV (=22 g Va2+(b—2)2
b—2 b—2

und nur definiert, wenn b # 2 gilt. Also 1iit die Matrix fiir b # 3, b # 2 und
a # 0 diagonalisieren.

|
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4.) Berechnen Sie die Eigenwerte der Potenzen von C :=

é Z Finden Sie eine Matrix S, fiir die S™!CS Diago-

nalgestalt hat. Wie kann damit die Potenzen von C' berech-
nen?

Behauptung: Die Eigenwerte der Potenzen von C' sind die Potenzen der Ei-
genwerte von C.

Beweis: Sei C™ die n-te Potenz der Matrix C. Da die Eigenwerte die Null-
stellen des Polynoms

det(C —AE) =0 <& det(C)—det(AE) =0
sind, gilt
det(C) = det(AE)
Potenziert man beide Seiten:
det(C)" = det(AE)"
so folgt wegen det(A - A) = det(A) det(A) fiir alle Matrizen A € M (n x n, K)

det(C™) = det([AE]") < det(C™) = det(A\"E)
& det(C™) —det(\"E) =0
& det(C"—A"E)=0

q.e.d.

Die Eigenwerte von C' sind

1-A 2
det(C — AE) =0 det( 3 4_)\>—0

1-X)(4—-X)—-6=0
4—XA—4A+X2-6=0
A —-50=-2=0

t o ¥

Mit Hilfe der quadratischen Ergidnzung

5 [(~5)?2 5  [25
AL2 D) 1 (-2) & 1,2 5 1 +
5 25 8
=24,/242
= )\1,2 2 1 +4
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5 33
o =24,/
M= 5 4

V33 V33

f=1 )\1=2,5+T /\222,5—T

Somit sind die Eigenwerte der Potenzen von C' Potenzen von = 2,5 + @ und
2,5 — V38,

A =25+ Y3

1-2,5- Y38 2 (m)_o
3 4-2,5-Y8 y

Dies fiihrt auf das lineare Gleichungssystem

_(1,5+@)m + 2 = 0
32+ (1L5-8)y = 0

also ist

1 V33
y = 5 (1,5‘}‘7)%

1 (/33
= - X=_1
T 3( 2 ,5>y

und damit sind die Eigenvektoren zu diesem Eigenwert Vielfache von

3+v/33
()

Ao =2,5— ¥38

1-2,5+ 38 2 <m)_0
3 4-2,5+ Y8 y

Dies fiihrt auf das lineare Gleichungssystem

~(15-¥8)s + 2y = 0
32+ (L5+¥F)y = 0
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also ist

1 V33
y = 5(”‘7)”’

1 V33
= —=|1 Y
T 3(,5+ 2>y

und damit sind die Eigenvektoren zu diesem Eigenwert Vielfache von

3-/33
o (50 ))

also ist die Matrix P = (v1/||v1]|, v2/||v2||). Weil da vier Wurzeln untereinander-
stehen sind wir jetzt sicher, dass wir uns irgendwo verrechnet haben miissen.



