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1.) Sei A := ( —12 i ) € M(2 x 2,C). Berechnen Sie die Ei-

genwerte und Eigenvektoren zu A.

ce ()

also berechnen sich die Eigenwerte aus

Eigenwerte

0=det(4—\E) © 0:‘ b liA‘
& 0=1-X?-1
& 0=X-2)\
& 0=X2A-2)

Also sind die Eigenwerte A; = 0 und Ay = 2.
Eigenvektor zum Eigenwert A\; =0
1 4 T
(5 1)) =0

Dies fiihrt auf das lineare Gleichungssystem

z+iy = 0
—iz+y = 0
also mufl x = —iy gelten, damit sind die Eigenvektoren zum Eigenwert A

Vielfache von

(1)

Eigenvektor zum Eigenwert \; = 2

(2 2)() =

Dies fiihrt auf das lineare Gleichungssystem

—x+iy = 0
—iz—y = 0
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also mufl z = iy gelten, damit sind die Eigenvektoren zum Eigenwert Ao

Vielfache von
. 1
Vg = i

2.) Berechnen Sie B € U(2), so dass mit der Matrix A aus
Aufgabe 1 B AB Diagonalgestalt hat.

Sei die Basis Bs:

=tk ={(1).( %))

Dann ist F'(v1) und F(v2):

o

F(’Ul) = ) :O’Ul +0’l)2

(
F(v) = ( _2% ) =00y + 205
;)

o

Damit ist die Matrix
0
mge = (g

Normalisiert man Bj:

VP17 = v2

loll =
loall = VI +1(=i)?] = V2
dann ist
1 1
B - L(l 1_): vz v
v2\i i T
. 1 i
5 _ L(l —z>=<? —zﬁ>
Vel i viovE
Rechnet man nach:
BAp = (L (L iyt 1
2\ 1 -1 1 T —1
_ 1 0 0 1 1
T2\ 2 2% i —i
_ 170 0\_(00
— 2\ 0 4 o 0 2
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( 00 ) hat Diagonalgestalt, also ist

0 2
1 1
B=(“f ﬁ)
V2 V2

3.) Sei f ein Endomorphismus eines endlich dimensionalen
unitiren Vektorraumes. Wenn (f(z),z) = 0 fiir alle z € V
gilt, dann gilt f = 0.

Behauptung:

Sei V' ein n-dimensionaler unitérer Vektorraum iiber K, f ein Endomorphismus

und {,) ein Skalarprodukt des Vektorraumes. Wenn (f(z),z) = 0 fiir allex € V
gilt, dann gilt f =0

Beweis durch Widerspruch:
Angenommen (f(z),z) =0, aber f(x) # 0. f und (,) sind beides lineare Abbil-
dungen. Dann folgt daraus mit einem A € K fiir alle z € V:
(f(Az),z) = (Af(z),2) = X{f(z),2) = A0 =0 = (f(z), )
Also muBl f(A\x) = \f(z) = f(x) gelten.

Wegen f(z) = f(Az) muBl f also eine konstante Funktion sein, wegen f(z) =
Af(z) gilt also f(z) =0 fiir allex € V.

q.e.d.

4.) Sei A€ M(n xn,K) und xa(X) = X" +a, X" '+ ...
ap sein charakteristisches Polynom. Zeigen Sie: Ist ay
0, dann ist A invertierbar. In diesem Fall gilt: y,-1(X)
(=) (det A)71(1 + ap 1 X + ... + @ X™)

Behauptung: Zeigen Sie: Ist a¢ des charakteristischen Polynomes ungleich 0,
dann ist A invertierbar.

I+

Beweis:
Die Berechnung des charakteristischen Polynoms ist definiert als
xa(X) = det(XE,—A)
xa(X) = X"+ an1 X" '+ ... +ao
Also ist
xa(0) = det(—A) =(-1)"det A

x4(0) = 0"+a,_10" ' +...+a9=ao
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Daraus folgt, daf die Determinante der Matrix A gleich (—1)"ao ist. Eine Ma-
trix, deren Determinante ungleich 0 ist, ist invertierbar. Damit ist eine Matrix
invertierbar, wenn das ag ihres charakteristischen Polynomes ungleich 0 ist.

q.e.d.
Behauptung: In diesem Fall gilt: x 4-1(X) = (=1)"(det A)~*(1 + a,_1 X' +
. aoX")
Beweis:
xa-1(X) = det(XE,—- A"
= det(XA'A- A1
= det(A'-[XA - E))
= det(A!)-det(XA-E)
= det(A™")-det (=X [-A+ X 'E])
det(A™") - det (- X [XT'E — A])
det(A™") - (—X)"det (X 'E — A)

"det(A™") X" det (X T'E — A)
"det(A) T X" det (X T'E — A)

Wie wir wissen gilt
det(XE—A) = X"+ap1 X" ' +...4a
also gilt
det(X 'E—A) = X "4a,1, X " 4. . +ao
und

XX 4 a, 1 X"X "4 4 X"
= l4a, 1 X ' +...+aX"

X" det(X1E — A)

Also gilt insgesamt

xa-1(X) = (=D)*det A7 (1 +an_1 X" +...+aX")



