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1.) Welche der folgenden Matrizen sind orthogonal? Be-
stimmen Sie gegebenenfalls die inverse Matrix.

Fiir orthogonale Matrizen gilt AAT = E,,.
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Damit ist diese Matrix orthogonal.
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01 =% 0 1 0 30 3
10 0 1 0 0 = 010
1 1
00 % 7 0 v : 0 2
Damit ist diese Matrix nicht orthogonal.
1
01 7 1 00 10 (1] 010
10 0|0 10 ~ 01 7 100
1 1
00 5|0 01 00 (001
10 0|01 0
~ 01 0|1 0 -1
1
00 5|00 1
10 0/{0 1 O
~ 01 01 0 -1
00 1[0 0 V2

Die Inverse der Matrix ist

S O =

//
O = O
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c.)
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Damit ist diese Matrix orthogonal

2.) Man zeige, dass die Multiplikation mit einer orthogo-
nalen 2 x 2-Matrix entweder eine Rotation oder eine Spie-
gelung an der z-Achse ist, der eine Rotation vorausgeht.

Sei A eine 2 x 2 Matrix mit Elementen aus IR. Dann hat AA” folgende Form:

a b a c _ a®+ b ac+bd

¢ d b d a ac+bd 2+ d?
Damit A eine orthogonale Basis ist miissen also folgende Zusammenhinge gel-
ten:

ac+bd = 0
a+b =
A+d? =1

Dies 148t sich umformen:

ac+bd=0 & ac=-bd

& a’ =b*d
2.2
a‘c® o
= b—_z—d

A+b’=1 & a>=1-"p

P 02C2
Crdi=1 & 02+—b2 =1
2
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& c (1+b2)—1
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& c (1+ D )-1
1 b
2 —
& ¢ <1+—b2 _b2) 1
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¢
I

a+ct=c+d?
o’ =d’

a®+bv=c*+d*

t o

acc+bed =0
ac? 4+ bed =0
ab® + b%cd =0
ab® + c?cd =0
ab® +c2d=0

ac+bd=0

S R

Multipliziert man die Matrix A mit einem Vektor ( ; )

a b T _ ax + by

c d y o cr + dy
So mufl der Abstand vom Ursprung dieses Vektors derselbe sei wie der des
urspriinglichen Vektors, wenn es sich um eine Rotation handeln soll:

()=l

y )|\ cx+dy

Va2 +y? = /(az +by)? + (co + dy)?

z® +y? = a’2® + 2abzy + b%y® + *2® + 2cdzy + d°y?

2? +y? = a®2® + b’ + Py® + d*y® + 2(ab + cd)zy

b’z® + b%y” = a®b°s® + *0%2” + b2 y? + B dPy® + 2(abb® + bPed)zy
v2z® + b%y? = a®b%2® + b*b%2? + B3Py + VP dPy® + 2(ab’ + Pd)zy
v22? + b*y? = a?b?2® + b?b%2? + b Py? + b2 d%y® + 2 Ozy

2 +1? = a2 + B + Ay + &y

2 442 = (& + )2 + (2 + &)y

z? +y? =1z% + 1y°

Pty = 4y’

SO R R R

Damit haben die beiden Vektoren dieselbe Liange, befinden sich aber an ver-
schiedenen Positionen.
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3.) Man zeige mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Unglei-
chung, dass fiir positive reelle Zahlen a;,...,a, (a1 + ... +

an) (i—k—{—i) > n? gilt.
Behauptung: Fiir positive reelle Zahlen a;, ..., a, gilt

1 1 5
(a1 4 ...+ ap) a—+...+— >n

1 Gnp

Beweis:
Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung ist fiir zwei Vektoren u,v definiert als

ul - ol > (w,v) & Jul* - o > (u,v)

Das Skalarprodukt ist

(u,v) = wvr + ...+ upvy
Das Quadrat der Linge
[ul*> = (u,u)=uf+...+u2
Fiir zwei Vektoren u := (\/ar,...,/an) und v := (\/%, ey \/}Tn) gilt also:

b = (Ve van) [(L)2+...+( ; )]

v/ ai \/Qn
1 1
= (a1+...+ap) | —+...+ —
[45] Qn

A 1 1)’
(u,v)? = (\/a1—+...+\/an—>
ap Qg
2

= 1+...4+1
—————

n mal

Damit gilt
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4.) Fiir jeden Eigenwert A\ von A = (a;;) € M(n x n, R) gilt

n
Al <maxq > |ai |l |i=1,...,n
j=1

Fiir eine 2 x 2 Matrix gilt:

det [( aL a2 ) —)\En]
a1 Q2.2

det a1 — A a1,2
a1 Q22 — A
= (a11 = A)(az;2 — A) —ar 202,

2
01,102,2 — 1,1\ — G222 + A° — a1 2021

Il

2
= A —(a11+a22)A+a1,1022 — a12021

Jetzt guckt euch nochmal die determinatenentwicklungsformel an, ich glaube,
damit werdet ihr gluecklich.



