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1.) Bestimmen Sie die Eigenwerte der folgenden Matrizen:
a1

4 01
A:z(iﬁ),B:: 0o . x|],C=1-21020
) -2 01

Den Eigenwert A einer Matrix A kann man dadurch bestimmen, dafl man ihn
so wihlt, dafl

det(A—ME,) = 0
gilt.
A)
-2 3 2 2
0=det(A—XEy) & 0= 4 ) S0=X-12s12=2

Damit sind die beiden Eigenwerte \; = v/12 und Ay = /12

B.)

B ist eine obere Dreiecksmatrix. Die Determinante ist das Produkt der Werte
auf der Hauptdiagonalen.

det(B — AE,) = 0 gilt daher, wenn X\ € {ay,...,a,} ist. Damit liegen die
moglichen Eigenwerte auf der Hauptdiagonalen.

C.)
4- ) 0 1
det(C — AE3) = —2 1-2) 0
—2 0 1-X

( )
= 1-=-N[A-XN1-X)+2
= (1-XN[\?-5)+6]
= 1=-M\A-2)(A-3)

Damit sind die drei Eigenwerte A\; = 1, Ag = 2 und A3 = 3.
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2.) Bestimmen Sie die Eigenvektoren zu den Eigenwerten
der Matrizen A und C in Aufgabe 1

A)
0 3
A:: 4 0 ; Alz\/ﬁ,)\gz—\/ﬁ
0 3 T T
Az = Mz = =\/12< )
' (4 0><y> y
- Jy = V12z
dr = \/ﬁy
somit gilt
V12
Jy=vV12z < sz:c
4
4m=\/ﬁ &S r=—
Y \/ﬁy
0 3 T T
e = (42)(;) ()
N y = —V12x
4r = —\/ﬁy
somit gilt
12
3y=—\/ﬁx & yz—gm
4
br= 2y © z=——r
T Y \/ﬁy

Also ist der Eigenvektor von A zum Eigenwert +/12 der Vektor ( 1 )

S =
[V

1
und der zum Eigenwert —/12 somit ( 3 >
—-vi2

C.)
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Mit /\1 =1:

3 0 1 T 3x + 2z =
-2 0 0 y | =0 & =22 =0
-2 0 0 z —2x = 0

Somit ist x = 0, z = 0 und y beliebig. Ein Eigenvektor v; zum Eigenwert A\; =1
lautet daher

|
o

Mit )\2:2:
2 0 1 x 2z + 2z =0
-2 -1 0 y | =0 & -2z — y = 0
-2 0 -1 Z —2x -z =0
2r = —z
& 2z =y
—2x = z

Mit z := 1 ergibt sich daher als ein Eigenvektor vy zum Eigenwert Ay = 2

1

Vo = -2

-2

MltA3=3
1 0 1 T T + 2z =0
-2 =2 0 y |=0 & 22z — 2 = 0
—2 0 -2 z —2z — 2z =0
T = z

.
8 8
1
SIS

Mit x := 1 ergibt sich daher als ein Eigenvektor v3 zum Eigenwert A3 = 3

1
vy = -1
-1

3.) Sei A eine der Matrizen <(1) é ) bzw. ( (2) g ) Be-

stimmen Sie alle Geraden des IR? durch den Nullpunkt, die
unter A invariant sind. (d.h. solche g, fiir die Az € g fiir alle

T EQ).

Invariant sind die Eigenvektoren der Matrizen:
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(1s)

Um die Eigenwerte zu finden muf}

(2 3)-20]-
o wf(4 )]

& (“A)(=A)-1-1=0
e A2-1=0

gelten:

Damit sind die Eigenwerte A\; = 1 und Ay = —1.
_ . 01 1 i X1 X2 _ Z1
wers (o) ()= ()= ()= ()
_ A 01 I — _ I D) _ —I1
wemts (o)) =)= ()= ()

Fiir A\; = 1 sind die Eigenvektoren also alle diejenigen, bei denen beide Kompo-

nenten gleich sind: ( o ) .

Z1
Fiir A2 = 1 sind die Eigenvektoren also alle diejenigen, bei denen die eine Kom-
ponente das negative der anderen darstellt: il
-1
AQ =-1 )\1 =1

Insgesamt bilden die invarianten Geraden g also die Diagonalen des IR2.

(53)

Dies ist eine obere Dreiecksmatrix, daher liegen die Eigenwerte auf der Haupt-
diagonalen. Dort liegen nur Zweien, daher ist der einzige Eigenvektor dieser
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Matrix A = 2.
N . 2 3 1 . 1 201+ 322 = 213
/\_2 ’ (0 2>($2)_2($2><:> 23&'2 = 2.’172

Also ist x5 = 0, und 2z frei wihlbar. Also haben die Eigenvektoren die Form

( w(l) ) . Insgesamt liegen somit alle invarianten Geraden auf der x-Achse.

4.) Sei A := ( ((]; 2 ) Zeigen Sie, dass die lineare Abbildung
A:R?> - R? z+— Ax
1. fiir (a — d)?+ 4bc > 0 zwei verschiedene relle Eigenwerte,
2. fiir (a — d)? + 4bc = 0 genau einen rellen Eigenwert,
3. fiir (a — d)? + 4bc < 0 keinen rellen Eigenwert
besitzt.

Damit zu einem Eigenwert A ein Vektor v der Eigenvektor ist, mufl folgende
Beziehung gelten:

Av =
(mit A € R, v = (v1,v2)T € IR?). Also:

a b v\ V1 avy +bvy = Ay
(c d>(1)2>_)\(’l)2) < cvr +dvy = vy

(a=ANvy +bvy = 0 I
cvp+(d=XNv, = 0 II

Insgesamt ergibt sich somit ein homogenes lineares Gleichungssystem mit drei
Unbekannten.

I:(a=XNvi+bue=0 & (a—)\)m:—bvgc)—a_)‘vl:vz
a—A
IT: coy+(d=Nv2e=0 & cvp—(d—)) 5 v1 =0
NI
be—(d—A)(a—)X) =0
be — (ad — da — Ad+ M) =0

be—(ad — (a+d)A+A%) =0
M +(a+dX—ad+bc=0
N —(a+dXA+ad—bc=0

KR R R
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Die Nullstellen A; 2 lassen sich mit Hilfe der quadratischen Ergédnzung finden.

p:=—(a+d), ¢:=ad-bc:

_ 2
At = — (‘”d)i\/(”d) —ad + be
’ 2 4
a+d a? +2ad+d?>  4bc — 4ad
& d2=— i\/ 1 T
o )\12:a+di\/a2+2ad+d2—4ad+4bc
’ 2 2
7 4
o A12:a+di\/a 2ad + d? + 4bc
’ 2 2
—d2 4
o Al,zza;di (a Z) + 4bc

Die Quadratwurzel hat

Zwei Lésungen , wenn (a — d)? + 4bc > 0
Eine Losung , wenn (a — d)? +4bc =0
Keine Loésung , wenn (a — d)? + 4bc < 0

q.e.d.



