Ubungsaufgaben Lineare Algebra I
Blatt 2

Beth Scorer, 5643272
Bibiana Gluski, 5600816
Thomas Dettbarn, 5610641

2. Juli 2004



Beth Scorer, Bibiana Gluski, Thomas Dettbarn Blatt 2 2

1.) Sei K ein Korper und seien p,q € K[X] teilerfremde
Polynome. Zeigen Sie: Es gibt Polynome h, k,r € K[X]| mit
deg(h) < deg(p), deg(k) < deg(q) fiir die m = % + % +r(t)
fiir alle ¢ € K mit p(t)q(t) # 0 gilt. Berechnen Sie h, k,r fiir
K=Rund p=22+2+1und ¢ =z + 2.

a.)
Die Polynome seien endlich. Dann gilt:
1 _h() k(@) —
o0d® = 20 T 1 +r(t) & L=q@)h(t) +p(O)kE) +pt)at)r) (1)

Zudem haben sie die Form
ht) = > hit
i=0
b .
kt) = > kit
i=0
p(t) = sz'ti
i=0
d .
gt) = Y at
=0
r(t) = Z ritt
i=0
Bildet man daher z.B. das Produkt h(t)g(t), so rechnet man

(350) (50

d d d
ho (Z qiti> + hit (Z q,#’) + oot hgt® (Z qit">
=0 =0 1=0

hogo + hoqut + . . . 4+ hoq®t® + hitqo + hitqit + ... + hatqat® + ... 4 hat%qqt?
hogo + hoqit + - .. + higot + hlqlt2 + ...+ hlthd+1 + ...+ hatha+d

h(t)q(t)

Ordnet man dies nach ¢, so erhélt man:

h(t)g(t) = hogo + t(hogi + h1go) + t*(hog2 + higi + haqo) + . .. + t* T4 (haga)
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In Summenschreibweise somit:

a+d
Me)t) = Yt D hag
n=0 itj=n
Also 148t sich die Formel (1) schreiben als
deg(p)+deg(q)
1 = oo > higi+ Yo kpi+ D> pigr
n=0 itj=n itj=mn HHitg=n
i < deg(p) i < deg(q)
J < deg(q) J < deg(p)
deg(p)+deg(q)
= hogo + kopo + pogoro + Y t" > hig; + >
n=1 t+j=n i+j=mn
i < deg(p) i < deg(q)
J < deg(q) J < deg(p)

Daran erkennt man, dafl man nur fiir Polynome p, ¢ Polynome h, k, r findet,
wenn pg oder go ungleich 0 sind, was fiir teilerfremde Polynome gegeben ist. (Da
sonst ¢ ein gemeinsamer Teiler wiire.)

Alle Koeflizienten, die in den Klammern berechnet werden miissen 0 ergeben.

Insgesamt ergibt sich somit ein inhomogenes Gleichungssystem mit deg(p) +
deg(q) + 1 Gleichungen und maximal

(deg(p) — 1) + (deg(q) — 1) + (deg(p) + deg(q) + 1)

~ v ~ ~ ~
-~ ~~

h k T

Unbekannten. Also 1a8t sich eine Lésung finden, also existieren die Polynome
h(t), k(t), r(t) die die Bedingung (1) erfiillen.

b.)

Fir p =t +t+1, ¢ = t+ 2 ist also deg(p) = 2, deg(q) = 1, somit also
deg(h) = 1, deg(k) = 0.

1 = hogo + kopo + pogoro + t - (hogi + h1go + kop1 + Pogor1 + Pogiro + P1goTo)

+t*(h1g1 + kop2 + PoqiT1 + P1goT1 + P1giTo + P2goTo + Pogor2)
+8(p1gir1 + Pi1gora + PoqiTa + P2qoT1 + PogoT3)

kipj + Y Pigrg

i+j+g=n
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Eingesetzt:

1 = ho2+kol+1-2-7g+t-(hol+h24+kl+1-2-r1+1-1-794+1-2-79)
+t2(l+kol+1-1-r+1-2-7 +1-1-704+1-2-79+1-2-75)
+t3(1-1r +1-2r0 +1-1rp +1-2ry +1-213)

= 2ho + ko + 270 + t(ho + 2hy + ko + 3ro + 2r1) + t2(hy + ko + 370 + 3r1 + 2r9)
+t3(3r1 + 312 + 213)

hoIZO, ko:zl, 7’0:0:

1 = 0+14+0+t0+2h; +14+0+42r) +t*(hy + 140+ 3r; + 2ra) + t3(3ry + 3r2 + 2r3)
= 1+t(2hs +2r1 + 1) + t*(hy + 3r1 + 279 + 1) + t3(3r1 + 32 + 2r3)

1 1
1 = 1+t(2 (—5) +0+1) + 12 ((—§> +0+2r2+1) +13(0 + 3ry + 2r3)

1
= 14+t(-1+1)+1¢ (5 + 27‘2) +t3(3ry + 2r3)

1
= 1+ 2 (5 + 2T2) + t3(3’l“2 + 2T3)

7'2:—%:
1 1 1
1 = 1482 (=2 —22 ) +t3(-3-+2
+ (2 4>+ (34+ r3)
1 1 3
= 1+ (-2 )+ (=242
¥ (2 2)+ (4+r3)
3
= ]_ +t3 (_Z +2T‘3)
7‘3:%
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Fiir die Polynome h, k, r, definiert als

1
h(t) = —5t
ki) = 1
_ 1o 33
r(t) = 4t + 8t

Gilt somit die Forderung.

2.) Berechnen Sie den grifiten gemeinsamen Teiler von f; =
X15+X12+X10+X9+X6—|—X5+X4+X2+1f2:X12+X9+
X"+ X6+ X5+ X3+ X?2+ X +1, und stellen Sie diesen in der
Form hf, + kfs dar.

fi=qfa+ f3

fo=afs+ fa
b
7

fa=aqfs+fs
~ 3
L7

fa=afs+ fe
~ J1
177

XP+ X+ X0+ X+ X+ X+ X+ X7 +1
X2+ X9+ XT+ X0+ X5+ X3+ X2+ X +1
g=2° fa=—a® -2 +27 +1

X2 4 X4+ X4+ X0+ X0+ X34+ X2+ X +1
_$8_$3+$2+1
g=—2'—z, fai=22+2° + 23 + 22 + 20 +1

—8 — 32241
206 + 25 + 223 + 22 + 22+ 1
1, 1 9, 9

1 9
— T2 T —_ 7547 hd
q= 2:c+4x 8,f5 8w+8m+8

228 + 2% + 223 + 22 + 22+ 1
9 9 9
§.€E5+§IL'2+§

16 8

¢=gr+g fe=0

Der letzte Rest ungleich 0 ist der ggT, in diesem Fall also $z° + 322 + §.

99T =h- fl1+ k- fo.

fl _X15+X12+X10+X9_+_X6+X5+X4+X2+1_§m10

99T

+§ZL'4+§
225 + 222 + 2 9 9 9
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o XP4+X°+X"+X04+X°+X3+X?+X+1 8, 8 8
qat 9,5 4 942 1 9 =¥ Tttty
ggt 3T° +5r? + 3 9 9 9

. . f1 fo .
Somit wire IS Foa und EyL der ggT, also ist

9

h:=
16210 + 162* + 16
9

ki=—r——————
1627 + 16z + 16

3.) Zeigen Sie: Die Teilmenge Z[i| := {c=a+bi € C| a,b € Z}
des Korpers der komplexen Zahlen bildet beziiglich dessen
Addition und Multiplikation einen nullteilerfreien Ring mit
Eins. Bestimmen Sie die Einheiten von Z[i]. Ist 1 + i zerleg-
bar oder unzerlegbar?

Die Teilmenge ist ein nullteilerfreier Ring mit 1, wenn sie
e Abgeschlossen, Assoziativ, Kommutativ beziiglich der Addition ist

e Ein neutrales und inverse Elemente der Addition enthilt

Abgeschlossen und assoziativ beziiglich der Multiplikation ist

Ein neutrales Multiplikatives Element besitzt

Distributivitit Addition und Multiplikation verbindet

e Fiir kein ¢ € Z[i] ein d € Z[i] existiert, so dafl ¢d = 0 ergibt.
Abgeschlossenheit Addition

c1+c = (a1 + bl’L) + (a2 + bz’L) =a + bz + as + bzl = ((11 + Clz) + (bl + b2)’L

a1, a2 € Z also auch (a; +a2) € Z, auBBerdem by,bs € Z, also auch (by +b3) € Z,
also auch (¢, + ¢2) € Z[i].

Assoziativitidt Addition

Cl—|—(02+C3) = a1+b1i+(a2+b2i+a3+b3i):a1+b1i+a2+b2i+a3+b3i
= (a1 +b1i+a2+b2i)+a3+b3i=(cl+02)+03

Kommutativitat Addition

citer = ar+biitaz+bi=a+ax+ (by +b2)i =as+as+ (ba+b1)i
= axtar+bhitbi=a+bita +bhi=ca+c
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neutrales Element Addition

Das neutrale Element der Addition ist 0+0i, weil
c+0 = a+bi+0+0i=a+0+bi+0i=(a+0)+(b+0)i=a+bi=c
gilt.

inverse Elemente Addition

Die inversen Elemente sind —c, da
c+(—c) = a+bi+(—(a+bi)=a+bi+(—a—bi)=a—a+bi—bi=0

Abgeschlossenheit Multiplikation

Ci-Cp = (01 + bll) . (a2 + bQZ) =aiaz + albzi + a2b1i + b1b2i2
= ajas + (a1by + asby)i — biba = (araz — b1ba) + (a1ba + azb1)i

a1, az € Z also auch (a; - az) € Z, auBerdem by, bs € Z, also auch (by - by) € Z,
also auch (c1 - ¢2) € Z[i].

Assoziativitit Multiplikation

(c1-¢2)-c3 = [(a1 + bii)(az + bai)](as + bsi)

[aras + a1bai + biias + biibei](ag + bsi)

[(aras — b1bo) + i(a1be + asby)](as + bsi)

(as + bzi)(aras — bibe) + (as + bsi)i(a1 by + azb1)

a1a2a3 — azbibs + bziayas — bybabsi + aiboasi + asbiazi — bsa;ba — azbibs
(a1 + bii)[azas + baagi — babs + azbsi + baagi — babs + azag + asbsi

= (a1 + b19)[(az + bai)(as + bsi)] = ¢1 - (c2 - ¢3)

neutrales Element

Das neutrale Element der Multiplikation ist 140i, weil

c-(140i) = (a4bi)-(1+0i)=(a-1—b-0)+(a-04b-1)i=a+bi=c
Distributivitiat
cica +cics = (a1 + bii)(ag + boi) + (ay + byi)(az + bsi)

= (a1a2 - b1b2) + (a1b2 + agbl)i + (a1a3 - b1b3) + (a1b3 + a3b1)i
= (a1a2 - b1b2 + ajas — b1b3) + (ale + a2b1 + a1b3 + a3b1)i
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= al(az + ag) - b1(b2 + bg) + (al(bz + b3) + bl(az + a3))i
(a1 =+ bli)(ag + as + (bg + b3)l) = (a1 =+ bli)(ag + byt + a3z + b3l) = Cl(CQ -+ 03)

Damit gilt die Distributivitit.

Z[i) ist Nullteilerfrei, da fiir Polynomringe gilt: [ (ed) =1(c)-1(d). Dal(c) # 0
und I(d) # 0 gilt, ist somit auch I(cd) # 0.

Die Einheiten von Z[3] sind alle diejenigen Elemente ¢ € Z[i], bei denen ein
d € Z[i] existiert, so dafl cd = 1 gilt. Da die Koeffizienten nur ganze Zahlen sein
diirfen sind dies 1, —1, ¢ und —i.

4.) Sei P, C R[X] der Vektorraum der Polynome vom Grad
< 2und D : P, - P, der lineare Endomorphismus f —
XQfTJ; —i—Xj—;t(. Bestimmen Sie die Eigenwerte und die Eigen-
vektoren von D.

Der Vektorraum P, besteht aus allen Polynomen f, die sich auf die folgende
Art bilden lassen:

f=aX’+bX +c

Damit ist die Basis des Vektorraumes B := {X?, X, 1}. Setzt man die Basisvek-
toren in D ein, so erhilt man:

,d2X? dXx?
D(X?* = Xx? oz X ox
= X?>.24+X-2X
= 2X24+2Xx?

= 4Xx?

= 4-X>40-X+40-1

d2X dX
_ 2
D(X) = XW+Xd—X
= X2.0+X-1
= X

= 0-X241-X40-1

21 dl

pa) = x4t x4
(1) az T ax
= X2.04+X-0

=0



Beth Scorer, Bibiana Gluski, Thomas Dettbarn Blatt 2
= 0-X*+0-X+0-1
Die Abbildung D laf3t sich daher in der Matrix

4
0
0

O = O

0
0
0
darstellen.

Fiir die Eigenvektoren v gilt Dv = Av:

4 0 0 U1 4,
010 () = V2
0 0 0 U3 0

vordert man Dv = \v also

4’111 U1
V2 = A V2
0 V3

Also sind die Eigenwerte 4 und 1, fiir A\ = 4 haben die Eigenvektoren die Form

U1 0
0 |, fir A=1 die Form | wv2
0 0



