16e.) Seien z1,...,z, die Nullstellen von P,(z). Die Gewich-
te g;, seien so bestimmt, daﬁ fiir alle Polynome p(z) € I1,,_;

gilt: G,(p) == ngp x;) fp )dz. Man zeige: Die Gaufl-
Quadraturformel G, (f) ist sogar fiir Polynome vom Héchst-
grad 2n — 1 exakt.

Behauptung:
Die GauB-Quadraturformel G,,(f) ist sogar fiir Polynome vom Hochstgrad 2n—1
exakt.

Beweis:
Sei f(z) € la,—1. Dann gilt
T~ ) Rest pla)

Also 148t sich f(z) als ¢(x)Pp(x)+p(x) ausdriicken. Mit P, (z) € II,, folgt damit
p(-'E), Q(w) € anl-

1
Aus G, (f) = Z ginf(zi) = [ f(z)dz wird somit
1

1

ng @) Palai) + )] = [ [a(@)Pa(a) + pla)) do

—1

n 1 1
o ngq 2)Pa(ed) + 3 ginp(@) = [ a@)Pa(w)ds + [ pla)ds
-1 1

i=1

Z1,...,Zn sind die Nullstellen von P, (z) damit gilt

Z 9inq(xi) Pr(zi) = Z 9inq(2:)0 =0
i=1 i=1

Zudem gilt nach Aufgabe d.):

/ 4(x)Po(@)dz = 0

Also gilt

i=1

n 1
& 0+ ginplx:) = 0+/p(:c)dfv
-1



& ngp(a:,) = /p(x)dm

Wegen p(z) € II,,_; hat p(z) hochstens n — 1 Nullstellen. Also 148t sich minde-
stens ein Gewicht g;, finden, so dafl die Gleichung erfiillt ist.

Damit 18t sich das Integral von f(z) € I3,_1 durch n Stiitzstellen bestimmen.
Damit ist die Quadraturformel fiir Polynome vom Ho6chstgrad 2n — 1 exakt.

q.e.d.



